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Abstract

The development of a one dimension simulation
model of nucleation and growth phenomena was done.
The model is validated under the scope of the shape
of growing curves, the effect of heterogeneous nucle-
ation and the Avrami-Jonson-Mehl equation. The re-
sults of the simulation show deviations from de Avrami
model that could be taken as imprecision of the model.
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INTRODUCCION

Innumerables fenémenos fisicos, quimicos y bio-
logicos se desarrollan mediante un proceso de gene-
racion de puntos aislados que crecen paulatinamente,
adoptando formas bien definidas hasta cubrir parcial
o totalmente el volumen o la superficie donde se de-
sarrollan; algunos ejemplos importantes son: la co-
rrosion de metales, las infecciones en organismos, y
la solidificacion o cristalizacion de algunos materia-
les. Es obvio que la comprension de dichos fendme-
nos es de vital importancia en el desarrollo tecnologi-
co de las diversas areas del conocimiento, ya que im-
plica prever tiempos de fallas en materiales debido a
la corrosion, conocer con precision los tiempos de
desarrollo de algunas enfermedades infecciosas o con-
trolar, durante el procesado o transformacion las pro-
piedades de los materiales mediante el manejo de su
morfologia de cristalizacion.

Este trabajo estd enfocado al fenomeno de
nucleacién y crecimiento de cristales para formar gra-
nos (metales y ceramicos) o esferulitas (principalmente
en polimeros), morfologias que son un factor impor-
tante en las propiedades mecanicas que adquieren los
materiales. Nuestro interés es esclarecer
conceptualmente el fenomeno hasta llegar a modelar
la formacion de granos o esferulitas en tamaio, nu-
mero, forma y tiempo de cristalizacion.

Los resultados de este modelo fenomenoldgico permitirian
mejorar los modelos de crecimiento fractal.

En esta primera parte se describe el modelo uti-
lizado y el desarrollo del simulador. En una segun-
da parte se analizaran los resultados de las simula-
ciones realizadas.

ANTECEDENTES
Cinética de nucleacion y crecimiento

Las isotermas de cristalizacion de cualquier mate-
rial, expresadas como la fraccion volumen de mate-
rial cristalino “@(t)” en funcion del tiempo “t” tienen
forma de “S” y el modelo mas aceptado para descri-
birlas es el de Jonson-Mehl-Avrami, conocido sim-
plemente como el modelo o la ecuacion de Avrami, el
cual se expresa mediante la ecuacion 1:

In (1-9(t)) = -kt* (M
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Tabla I. Valores tedricos o ideales de las constantes de la
funcién de Avrami.*

Donde: A es el area tranversal de la barra en crecimiento,
E el espesor del disco, p, la densidad de nucleacion, G, la
rapidez de nucleacioén y Gl la rapidez de crecimiento lineal
de la morfologia.

En esta expresion, “k” se conoce como la constan-
te de velocidad (aunque deberia ser de rapidez) y “n”
como el exponente de Avrami, el cual se rela01ona
con la geometria de crecimiento segun se reporta en
la tabla I. En esta tabla podemos hacer varias obser-
vaciones y precisiones,

Primero, el caracter homogéneo o heterogéneo de la
nucleacion se refiere a que si los nucleos se formaron
todos al mismo tiempo al inicio de la cristalizacion debi-
do a alguna perturbacion energética, v.g. ondas de trans-
curso de la cristalizacion por efecto exclusivamente de
las variables termodinamicas (cristalizacion homogénea),
en este ultimo caso se asume que la rapidez de forma-
cion de nucleos “G,” es constante.

Segundo, la dimensionalidad del crecimiento se
ejemplifica en la tabla I mediante una barra de sec-
cion transversal circular, un disco y una esfera, sin
embargo éstas pudieran tener otras geometrias como
barras de secciéon transversal cuadrada,
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Fig. 1. Ejemplos de diferentes geometrias creciendo en una,
dos o tres dimensiones.

paralelepipedos, cubos o bien figuras de geometria
compleja. En la figura 1 se ejemplifica lo antes dicho.

Como se puede apreciar en la figura 1, la geome-
tria del cristal en crecimiento no es determinante de
su dimensionalidad, y ademas las ecuaciones que de-
terminan la constante de rapidez (tabla I), pueden ser
generalizadas seglin las ecuaciones 2 y 3

k=K,p,G/ Nuc. Heterogénea )

el Nuc. Homogénea 3)
k=K .0.G

donde K es una constante geométrica que depen-
de de la forma de los cristales y n es la dimensionalidad
del crecimiento y que toma valores de 1 para creci-
miento unidimensional, 2 bidimensional y 3
tridimensional. Esta dos ecuaciones cubren todas las
posibilidades mostradas en la tablal.

Si ademas definimos “@” como una variable rela-
cionada al tipo de nucleacion y que toma el valor de 0
para nucleacion heterogénea y 1 para nucleacion ho-
mogénea, entonces las ecuaciones 2 y 3 las podemos
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escribir como una sola expresion segun la ecuacion 4:

k=K, p,lf“’fo G/ “4)
por lo que la ecuacién 1 la podemos escribir como:
In(1-¢(1))=-K, 0, "GIG/'t"*" )

Esta ultima expresion, tiene la ventaja de hacer una
nueva consideracion en vias de generalizacion. Nos
referimos a la existencia o ausencia de homogeneidad
de la nucleacion. De acuerdo a lo que se ha tratado
hasta ahora, el valor de ¢ so6lo puede tomar valores de
0y I; 0 cuando hay una gran perturbacion que provo-
ca la formacion de una cantidad determinada de ni-
cleos primarios (r ), aunado a una rapidez de
nucleacion homogénea suficientemente lenta (G, pe-
quefia) como para que no se formen nuevos nucleos
en el transcurso de la cristalizacion. El valor de @ es 1
en otro caso extremo, cuando no hay formacion de
nucleos sobre impurezas, agentes de nucleacion u otras
perturbaciones y por lo tanto todos los nticleos se for-
man en el transcurso de la cristalizacion, teniendo
como fuerza directora las variables termodinamicas.

Ahora podemos plantear la existencia de casos in-
termedios, es decir situaciones en las que ademas de
formarse nucleos primarios sobre heterogeneidades,
todos ellos al inicio de la cristalizacion, también se
forman nuevos nucleos de caracter homogéneo en el
transcurso de la cristalizacion. En este caso es de es-
perarse que la variable ¢ definida anteriormente tome
valores fraccionarios, estoes: 0 <¢ < 1.

Para demostrar esta hipdtesis se puede plantear un
modelo computacional de los fendémenos de nucleacion
y crecimiento. Para simplificar el problema se limita el
crecimiento a una sola dimension, asi tenemos nucleos
que se forman como puntos que crecen como segmen-
tos de rectas sobre una muestra también unidimensional,
es decir sobre una recta (figura 2).

En esta figura se grafica sobre un segmento de recta
(recta a) los nucleos que para el caso de nucleacion
heterogénea se forman al mismo tiempo en la primera
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Fig. 2. Modelo de nucleacién heterogénea y crecimiento
unidimensional. a) muestra sin nucleos, b) formacién de
nucleos, c) crecimiento de nucleos, d) representacion en

“conos de tiempo”

etapa de la cristalizacion (b en la figura 2) y su creci-
miento se aprecia en los diferentes tiempos, variable que
esta representada en las ordenadas (c en la figura 2), este
desarrollo de la cristalizacion se puede representar con
lo que se conoce como “conos de tiempo™ (figura 2d),
simplificando asi considerablemente el analisis.

EL MODELO

En una muestra unidimensional de longitud “1”,
se formaran “N” nucleosa un tiempo inicial “t;”; en
todas las posiciones de la muestra hay la misma posi-
bilidad de que se forme un nucleo. La rapidez lineal
de crecimiento “G,” de los nucleos en la direccion “1.”
esta dada por la ecuacion 6:

G, =d(1)/d(t)=Al/At (6)

En esta ecuacidn, ya que todos los nucleos crecen
a la misma velocidad, se elimina el subindice “i” que
representa a cada nticleo en particular. De esta forma,
la longitud de cada nucleo a un tiempo t> t, esta defi-

nido por la ecuacién 7:

1 =G/(t-1,)=12Gt+1/2Gt (7)

En esta ultima expresion el tiempo inicial es cero
(t, = 0) y se ha dividido en la suma de los dos
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segmentos de lineas a partir del centro de creci-
miento (figura 3).
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Fig. 3. Esquema de formacién y crecimiento de dos nu-
cleos.

En la figura podemos apreciar como a t =0 se
forman dos ntcleos (n, y n,) que crecen a una velo-
cidad constante de tal suerte que al tiempo t, su
tamafio se puede calcular mediante la expresion de
la ecuacion 7, pero que una vez que chocan entre si
el calculo se tiene que hacer mediante la expresion
de la ecuacion 8:

l,=1,=12G+1/2)x, — x| ®

Asi mismo, si un niicleo n, ya no crece debido a
que ya ha chocado por ambos lados con los nticleos n,
y n,, su tamafo se calcula mediante la ecuacion 9:

L =1/2]x, = x| +1/2|x; — x, )

Ahora podemos plantear el modelo de simulacion
de la siguiente manera: una muestra unidimensional
de longitud “I” en la cual a tiempo t =0 se forman N
nucleos en posiciones al azar, teniendo todas ellas la
misma probabilidad de que se forme un nucleo; en
seguida cada nucleo crece con el tiempo en forma
unidimensional un tamafo 1, definido por las
ecuaciones 7, 8 0 9 segtin: a) no choque con otro ni-
cleo o con los limites de la muestra, b) choque solo
por uno de sus extremos o ¢) choque por ambos extre-

mos, respectivamente. La fraccion de longitud de la
muestra cubierta al tiempo “t” por los cristales en cre-
cimiento “¢(t)”, estd definida por la ecuacion 10:

2 (10)

La simulacién concluye al momento en que se cu-
bre toda la muestra con los cristales en crecimiento,
es decir cuando ¢(t)=1. La figura 4 muestra el diagra-
ma de flujo de la simulacion.
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Fig. 4. Diagrama de flujo del simulador unidimensional de
nucleacién y crecimiento.

Del esquema solo es necesario mencionar que para
la generacion de nucleos al azar se utilizé una funcion
que genera los nimeros en base al reloj de la compu-
tadora, para la ordenacion se tomo6 como referencia
las distancias de los nucleos a uno de los extremos de
la recta representando la muestra y para el graficado
se escalo la posicidon y tamafio para una resolucion de
640 pixels (unidad de longitud) y 700 pixels (unidad
de tiempo).
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RESULTADOS Y DISCUSION

En la figura 5 se presentan los resultados de simu-
lar la nucleacion y el crecimiento con las diferentes
variantes posibles en cuanto a tipo de nucleacion (ho-
mogénea, heterogénea o ambas), y delimitando las
fronteras de la muestra en las posiciones 0 y 1 o bien
muestras de longitud infinita, en donde el extremo de
la derecha se supone como conectado al extremo de
la izquierda, es decir, podemos imaginar estas mues-
tras como un alambre en forma de anillo, en el cual
esta sucediendo el fendémeno estudiado, por ejemplo
corrosion o bien cristalizacion.

La geometria y las condiciones de operacion usa-
das en la simulacion fueron: a)longitud de la muestra
1=1, velocidad de crecimiento G, = 0.003, rapidez de
nucleacion G =0.003, densidad de nucleacion r =42
en nucleacion heterogénea y r =10 cuando coexisten
ambos tipos de nucleacion.

La figura 5 muestra que nuestro simulador esta fun-
cionando correctamente, observando que en las simu-
laciones de nucleacion heterogénea (figuras 5a 'y 5b),
todos los nucleos se forman al inicio de la simulacion
inician a (t = 0). En nucleacion homogénea (figuras
5c y 5d) se inicia con un nucleo y el resto se va for-
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Fig. 5. Simulacién de nucleacion y crecimiento consideran-
do nucleacion heterogénea con r =10. a) para una mues-
tra acotada, b) para una muestra infinita.

tiempo (L. de tlempa)
-;np =a

mando conforme transcurre el tiempo (los conos ini-
cian a diferentes tiempos). Y en las simulaciones donde
coexisten ambas formas de nucleacion (figuras Se y
5f) a tiempo cero se forman los 10 nucleos esperados
(r =10) y paulatinamente se forman los demas.

Ademas observamos como en las muestras acotadas
(figuras 5a, 5c y 5e), los nucleos de los extremos se ven
impedidos de crecer por los limites de la muestra, mien-
tras que en las simulaciones donde se consideran mues-
tras infinitas (figuras 5b, 5d y 5f), los nticleos de cada
extremo siguen creciendo después de alcanzar el “limi-
te” de la muestra, apareciendo en el extremo contrario
hasta chocar con el nucleo en crecimiento mas proximo.

Otra observacion interesante en la figura 5 es que
en la nucleacion heterogénea (figuras 5ay 5b), la “cris-
talizacion” tarda mas en completarse (llegar a f=1),
que en las simulaciones donde interviene la nucleacion
homogénea, fenomeno observable en experimentos
de cristalizacion.

Las curvas de las graficas de fraccion de llenado
de la muestra por los ntcleos (¢(t)) vs. tiempo (t) co-
rresponden a isotermas en la mayoria de los fenéme-
nos de nucleacion y crecimiento, y la forma tipica de
estas isotermas es de una “S”. Como se puede apre-
ciar en la figura 6, los resultados de este modelo tanto
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Fig. 6. Curvas de nucleacién y crecimiento (“isotermas”).

Simulacion con 30 repeticiones de simulacion con G, =

0.003, a) Nucleacion heterogénea con r =42y b) Nucleacion

homogeénea con G, = 0.003 todas con muestra acotada.
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para nucleaciéon homogénea (figura 6b) como
heterogénea (figura 6a) tienen forma de “S” y ademas
se aprecia como es que la nucleacion heterogénea re-
sulta en tiempos menores necesarios para completar
el fenémeno, (para alcanzar ¢(t) = 1).

Para validar mejor el modelo, ajustamos nuestros
datos a la Ecuacion 1, graficando In(-In(1-0(t)) v.s.
In(t), esta grafica se muestra en la figura 7, donde se
puede apreciar que la linealidad s6lo se mantiene a
tiempos cortos, y ademas la pendiente de las rectas
ajustadas por minimos cuadrados tienen una des-
viacién positiva de los valores esperados (Los re-
sultados se muestran en la misma figura 7), el ex-
ponente de Avrami calculado es n=1.2 para las si-
mulaciones de nucleacidon heterogénea donde de
acuerdo a la tabla I deberia ser n = 1 mientras que
para la nucleacion homogénea el resultado es n =
2.29 cuando segun la tabla I deberia ser 2.
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Fig. 7. Curvas de Avrami. Simulacion con 30 repeticiones y
G, = 0.003, a) Nucleacion heterogénea con r =42 y b)
Nucleacion homogénea con G, = 0.003 todas con muestra
acotada. Se indican las ecuaciones de ajuste por regre-
sién lineal.

Estas desviaciones son generalmente aceptadas
en experimentos de caracterizacidon de la cristali-
zacion de materiales y suelen redondearse a 1 y 2
respectivamente.

Como se vera en la segunda parte de este articulo,
estas desviaciones son reales y no debieran ser des-
preciadas al redondear al entero mas cercano. En la
segunda entrega se utilizara este modelo de simula-
cion para analizar estas desviaciones haciendo un ana-
lisis mas detallado y proponiendo un modelo alterna-
tivo donde el ajuste a los resultados sea mas exacto.

CONCLUSIONES

Se desarroll6 un modelo de nucleacion y crecimien-
to unidimensional confiable, el cual tiene como
parametros el tipo de nucleacion (homogénea o
heterogénea), el tipo de muestra (acotada o infinita),
la densidad de nucleacion y la velocidad de crecimien-
to lineal. El modelo puede ser util en el analisis de los
fendmenos de nucleacion y crecimiento y sus desvia-
ciones de la funcion de Avrami.
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